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1. Semaine 1 : Géométrie

1.1. Points et vecteurs de R?

1.1.1. Premiére définition
R*={(z,y) |z €R y € R}
Exemple P = (2,3) est un point de R2.

I'ensemble de points R? est un espace affine avec comme origine O = (0, 0).
Exemple P = (2, 3) est un point de R2.
Pour chaque paire de points (P,Q) de R?, (P = (zp,yp) Q@ = (z0,yq)) on peut

définir le vecteur PQ) = (g — zp,yg — yp) (exemple)

Si Q = P, PP est le vecteur nul 0 = (0,0).

e Attention : points et vecteurs sont définis par des coordonnées (x,y) cependant,
durant ce cours nous ferons la distinction entre les deux! (exemples graphiques)

1.1.2. Opérations sur les points et les vecteurs

- Combinaison linéaire de vecteurs. Soient n € N, @y = (z1,y1),.--,Un = (Tn,yn) des
vecteurs de R? et \q,..., \, des scalaires (\; € R). Alors Ay iy + Ao * @ + ...+ A, * iy
est un vecteur de R2 de coordonnées Mz + .o+ Anzn, My + -+ Anyn). Exemples.

- Addition d’un point et d’un vecteur. Si P = (zp,yp) et @ = (zgz,yz), @ = P+
est un POINT de R? de coordonnées (zp + zg,yp + yz). Exemples.
- Addition de POINTS ensemble possible mais on s’interdira de le faire.

1.2. Vecteurs : Norme et Produit scalaire

1.2.1. La norme

- Théoreme de Pythagore (+démonstration).
- Définition : Norme (longueur) d’un vecteur.

Propriété 1.1. Soient i, v vecteurs de R? et A € R

1. @ =0 si et seulement si ||@|| = 0.
2. || x| = [A] - [[a]].
3. Inégalité triangulaire. ||d + U|| < [|ul| + ||v]| (sans preuve)

- Définition : vecteurs colinéaires. Soient i, ¥ vecteurs de R? avec ¥ # 0. @ et ¥ sont
colinéaires s’il existe A € R tel que 4@ = A\J. (Remarque: 4 peut étre le vecteur nul.)

Propriété 1.2. Soient i, v vecteurs de R? et A € R
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1. Le vecteur nul est colinéaire a tout vecteur.

2. Si i@ =AU avec A >0, @ et U sont colinéaires dans le méme sens et (cas dégalité de
Uinégalité triangulaire) ||d + 0| = ||@]| + ||7]|

3. Sid = M avec N < 0, @ et U sont colinéaires de sens opposé et ||u + ¥]| =
| @l = 1]l |-

1.2.2. Le produit scalaire

- Dans R le produit scalaire de deux réels u et v est le produit classique u - v. Il apparait
dans lidentité remarquable: (u + v)? = u? +v? 4+ 2u - v

- De la méme maniére on cherche 4 définir un produit scalaire dans R? & partir de
identité ||@ + 9| = ||@]|? + ||7]|? + 2@ - ¥. Comment définir le produit @ - ¥ pour qu'une
telle identité s’applique?

Definition 1.1. Soient i, T vecteurs de R? (i = (vg,yg) et U= (xg,y5) ). On défini le
produit scalaire i - U par
U-U=2xzTs+ YaVs -

Propriété 1.3. Soient @, T, w vecteurs de R% et a, 3 € R

1L ||afP=u-a
2. (symétrie) @ -

T=40-
3. (bilinéairité) i -

a
(ol + pW) = aii - U+ S -

g

Proposition 1.2 (Orthogonalité et réciproque de Pythagore). Soient i,V vecteurs de
R2
Ulveu-v=0
De plus
| +3|* = [|@l* + ||¢]]* & @-7=0

- Application : équation de la tangente pour les graphs de fonctions d’une variable.

1.3. Domaines de R?

- Domaines définis par une équation - Cas particulier graphe d’une fonction - Les cercles.
(exemples)

- Domaines définis par une inéquation (exemples)

- Domaines définis comme intersection ou réunion d’autres domaines.

- Complémentaire d’'un domaine.
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2. Semaine 2 : Fonctions de 2 variables relles

2.1. Fonctions 2 variables relles

- Fonction réelle de deux variables réelles f : (z,y) — f(z,y) € R.
- Domaine de définition Dy = {(z,y) € R? | f(z,y) "est bien défini” }. - Exemples : Don-
ner et représenter les domaines de définition (Dy) des fonctions suivantes

o flz,y) =1
e f(z,y) =In(z +vy)
o f(x,y) = In(xy)

- Représentation 3D (cf. pdf)

- Courbes de niveau : La courbe de niveau o d’une fonction f est défini par I’ensemble
des points (x,y) appartenant & ’ensemble de définition de f (Dy) vérifiant f(z,y) = a.
On la note C,.

Coa={(z,y) €Dy | f(z,y) =} .
Exemples : Dessiner les courbes de niveau C, pour les fonctions et niveaux suivants :

o f(r,y) = %, niveaux a = —1 et o = 2
o f(z,y) =xy, niveaua=0et o =1
e f(z,y) =xIn(zy), niveaua =0et =1

- Ensembles de niveaux : exemples
- Continuité d’une fonction de deux variables :
Definition 2.1. Soit f une fonction définie sur Dy et (xo,yo) € Dy.

o f est continue en (xg,yo) St

lim |f(l‘,y)7f(x0,y0)‘ =0
(z,y)—(z0,y0)
c’est a dire, si quelque soit € > 0 aussi petit qu’on veut, il existe un rayon r > 0
tel que : si un point (x,y) de Dy est dans le disque de rayon r et de centre (xg, yo)

alors f(xo,y0) — € < f(z,y) < f(zo,y0) + €.
o f est continue sur un domaine D C Dy si f continue en tout point de D.

2.2. Dérivées partielles et vecteur gradient
e Fonctions partielles :
Definition 2.2. Soit f une fonction de deuzx variables définie sur un domaine

Dy C R2. Soit (z0,y0) un point de Dy. On peut définir deux fonctions d’une vari-
able, appeles fonctions partielles obtenues en “fixant” l'une des deux variables:
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fo @ f(@,90)
fyy = flzo,y)
fa et fy sont donc des fonctions d’UNE variable définies respectivement sur Dy =
{r eR [ (z,90) € Dy} et Dy = {y € R | (20,y) € Dy}
Exemples : donner les fonctions partielles :
= f(z,y) = zy® en (z0,90) = (2,3)

- f(x7y) =V 1_x2_y2 cn (9607210) = (1/271)

e Dérivées partielles

Definition 2.3. — La dérivée partielle de la fonction f par rapport a x en
(z0,y0) est la dérivée de la fonction partielle :

fo($>y0)a en o .

Elle est notée %f(xo, Yo) OU g—i(xo, Yo) (comprendre ”Dérivée de f par rapport
ax en (xg,y0)”).
%f(xo,yo) existe si la fonction partielle

x— f(z,y0)

est dérivable en xq.

— La dérivée partielle de la fonction f par rapport a y en (xo,yo) est la dérivée
de la fonction partielle :

y+ f(zo,y) enyo .
Elle est notée a%f(a:o, Y0) ou% (z0,y0) (comprendre ”Dérivée de f par rapport
ay en (xo,y0)”) (%f(a:o,yo) existe si la fonction partielle
y = f(z0,y)
est dérivable en 1.

e Exemples : Calculer les dérivées partielles -2 f(zq,o) et 3% f(zo,y0) des fonctions

ox
et pour les points suivants :

f(x7y):x(y71) (‘ranO):(Ovo)
f(a?,y) = JieXp(J}y) (1‘0’1/0) = (170)
f(@,y) =In (j) (20, 0) = (1,1)

f(%y)z \/1—$2—y2 (x07y0):(070)



e Vecteur gradient

Definition 2.4. soit f une fonction de 2 variables dont les dérivées partielles
existent en un point (xo,y0) € R2. On appelle gradient de f en (xo,y0) le vecteur
de R? formé par les dérivées partielles :

Vf(wo,v0) = ((if(%,yo)v%f(xmyo))

e Remarque importante : Si f posséde des dérivés partielles %(m,y) et %(m,y)
en tout point d’un domaine D alors les fonctions définies sur D : (z,y) — %(x, Y)
et (z,y) — %5(337 y) sont elles mémes des fonctions de deux variables
des dérivées partielles sont des fonctions de deux variables.

2.3. Dérivées partielles du second ordre

Definition 2.5. Si f posséde des dérivées partielles g—i et % et si ces deux fonc-
tions possédent des dérivées partielles on dit que f posséde des dérivées partielles
du second ordre. On note alors :

f _ o (ory . f _ 0 (of
0x2  Ox \ox) ' Oyoxr Oy \Ox
of _ o (afy 9 _ 9 (of
oy oy \oy) ' 0xdy Oz \ 9y

Theorem 2.6 (Théoreme de Schwarz). Si f posséde des dérivées partielles du

second ordre au voisinage de (zo,yo) et si les dérivées partielles secondes croisées

o f o%f . .
z0y € ayos sont continues en (z0,y0) alors elles sont égales.

(’ﬁ( )= ﬁ( )
90y Zo,Yo) = By Zo, Yo

e Exemple : Calculer les dérivées partielles du second ordre des fonctions suivantes.
Tllustrez le Théoreme de Schwarz.

- flz,y) =2(y—1)
= flz,y) = V1 —22 —y?

3. Semaine 3 : Développement de Taylor

Definition 3.1. Soit f : Dy C R? — R une fonction de deuz variables, soit (zq,yo) €
Dy et soit k > 0 un entier positif. On dit que f est négligeable devant ||(z — xo,y —yo)||*
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g(x,y)=x+y’

f(x,y) = log(1 + x* + y?)

(0,0)

X

Figure 1: DL de log(1 + 22 + y?)

au voisinage de (xo,yo) St

f(z,y)

=0.
(z,y)—(z0,Y0) ||(5(3 —Zo,Y — yO)

I
Dans ce cas on peut mettre la fonction f sous la forme:

f@,y) = |l(x — z0,y — yo)||Fe(z,y)

Avec lim g y) 5 (z0,y0) €(2,9) =0

Theorem 3.2 (Développement limité de Taylor-Young du second ordre). Soit f une
fonction de deux variables définie au voisinage de (xo,y0). On suppose que f admet des
derivées partielles secondes et que celles ci sont continues au voisinage de (xg,yo). Alors
f admet un développement limité & lordre deux en (xo,Yyo) :

F@,3) = Sao.0) + 52 (20,0 = 50) + 5 (20, 30) 4~ 0)

1 [02f 0% f 0% f
t3 @(xo,yo)(x —z0)? + 28x8y (20, y0)(x — 20)(y — o) + a—gﬂ(l‘o,yo)(y —yo)?

+ (@ — 2o,y — vo)l (@, y)
avec i (g ) (z0,40) €(7, y) = 0.
Exemple : Calculer le Développement 1’ordre 2 en (0,0) de la fonction f(z,y) =

log(1 + 22 + y?) (voir figure 1)
Exemple : Ecrire le DL d’ordre 2 en (0,0) puis en (1,1) des fonctions suivantes :



(z,y) = 2 +¢°
(LL', y) =Ty
(z,y) = exp(z +y)

o o o
=

Remarque 3.1. -

1. la plupart des fonctions qu’on rencontrera admetteront un développement limité.
2. On peut réecrire la formule de Taylor Young a laide du gradient introduit dans la
section précédente :

f(xo +u,yo +v) = f(xo,y0) + Vf(xo,90) - (u,v)
82 2 82

11o°f 2 o 0°f o°f 2
+ 2 8I2 (x()ayo)u +2az8y($07y0)uv+ ayQ (37073/0)7}

+ (u? 4 v?)e(u, v)

avec 1imy, ) (0,0) €(u, v) = 0.
3. Du développement d’ordre 2 on peut déduire le développement du premier ordre :

f(zo + w90 + v) = f(wo,90) + VI(@o,90) - (w,v) + v/ (u? +v?)e(u,v)

avec 1imy, ) (0,0 €(u, v) = 0.

D’aprés la remarque 3.1.3, lorsque le vecteur de déplacement (u,v) est trés petit (c.f.
figure 2)

f(xo +u,y0 +v) = f(xo,y0) + V (20, v0) - (u,v)

Le gradient indique donc la direction de variation maximale de la fonction au voisinage
de (x0,90) :

Vi (@o,y0) - (u,v) = [V f (0, y0)l[ - [|(u, v)[| cos(0)

Ainsi la variation sera d’autant plus forte que |cos(f)| sera grand, c’est-a-dire quand
la direction du déplacement sera proche de celle du gradient. & 'inverse si V f(z,yo) -
(u,v) = 0 alors la variation est minimale : le gradient est orthogonal aux lignes de niveaux
de la fonction. La figure 3 illustre ce rsultat sur une carte topographique. Pour se rendre
au sommet d’une montagne partant de son flan il suffit de se déplacer perpendiculairement
aux lignes de niveaux, c’est & dire : suivre les gradients.

Exemple

o f(z,y) = (22 + y?) tracer plusieurs lignes de niveaux de f ainsi que le gradient de
f pour certains points
e faire de mme avec la fonction f(z,y) = —(2? + y?)
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Figure 2: Gradient et ligne de niveaux

Figure 3: illustration : carte Topographique
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’I\\ ,\\‘ y) = (%2 ty %}f /}1 fx,y) = - (x42 + y~2)
LN yl

(a) f(z,y) = 2% +y° (b) f(z,y) = —2? +y?

4. Semaine 4 : Optimisation de fonctions d’une
variable réelle

4.1. Vocabulaire

I’optimisation libre contraste avec I'optimisation sous contraintes que nous verrons dans
la suite du cours.

Definition 4.1. soit f: Dy — R une fonction d’une variable et xy € Dy.

o 1o est un point de maximum (resp. minimum) global pour f si pour tout x € Dy
f(x) < f(zo) (resp. x € Dy f(x) > f(xo)). f(xo) est alors le mazimum (resp.
minimum,) global de f.

e xqg est un point de maximum (resp. minimum) local pour f s’il existe un voisinage
V de g (xg € V C Dy) tel que zg soit un mazimum (resp. minimum) global de la
fonction f restreinte au domaine V.

e un extremum est un Mminimum ou un Marimum.

Remarque 4.1. Comme voisinage V' de xo, on peut considérer lintervalle V- =]xg —
r,xo + 7| avec r aussi petit que l’on veut.

Definition 4.2. Si f est dérivable sur Dy et si xq est a Uintérieur du domaine Dy (pas
sur le bord). xo est appelé point stationnaire si f'(xg) = 0.
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Proposition 4.3. Si f est dérivable sur Dy, sixo est un extremum local situé lintérieur
du domaine Dy et si f' continue au voisinage de xo, alors xo est un point stationnaire.

Proof. Supposons xg point de maximum local (preuve similaire si zy point de minimum
local) : f(xzg + h) < f(zo) pour tout h assez petit. Développement de Taylor de f a
l'ordre 1 en xg :

f(xo +h) = f(zo) + f'(z0)h + he(h) ,

ou limy,_,g €(h) = 0. Donc pour h petit

e sih >0, f'(zo)+e(h) = M < 0 et, en prenant la limite en 0, f(z) < 0

e sih <0, f'(zg)+e(h) = M > 0 et, en prenant la limite en 07, f'(xg) > 0
finalement f’(x0) =0

O

T
X0 x1- X
4

1
|
|
\
L
\
|
I
|
|
\
I
[
T
Y
2

T
LN B Ny

4 - 0

x0 maximum global x1 minimum global Voisinage de x2 Voisinage de x3

PAS stationnaire e) X maximum local minimum local
(stationnaire) (stationnaire)

Figure 4: Illustration maximum minimum

Exemple : Trouver l’ensemble des points stationnaires et extremum globaux et
locaux des fonctions suivantes (faire les tableaux de variation).

fle)y=2+5y-bx—1+1

—

2. flx) =23(2? - 1)

3. f(x) = ||

4. f(x) =log(z) que 'on défini uniquement sur [1, +oo[
5. f(z) =22



6. f(z)=—a

4.2. Application a optimisation sous contrainte d’une fonction
de deux variable : Méthode de substitution

Considérons une fonction de deux variables f(x,y). On souhaite trouver les extremums
de f sous la contrainte y = g(x). exemple : Maximiser f(z,y) sous la contrainte y = g(x),
c’est a dire, trouver

max {f(z,y) | (z,y) € Dy et y = g(x)} .

fiy) = - (x"2 +y*2)

N
g4 = s + - =
-4 L 2 0 2 4
Contrainte : y = g(x)

Figure 5: Optimisation sous contrainte

La méthode de substitution consiste simplement a trouver les extremums de la fonction
d’une variable : f(z) = f(x, g(x)).
Exemple: Optimiser sous les contraintes indiquées les fonctions suivantes :

1. f(z,y) = 2% +y? , sous la contrainte : z +y =1
2. f(z,y) =y , sous la contrainte : z —y =1
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4.3. Convexité et caractrisation des extremums

Definition 4.4 (Convexité). Si f est deux fois dérivable sur son domaine de définition
Dy.

e On dit que f est convexe (resp. concave) si f” >0 (resp.f”" <0 ).

e On dit que f est localement conveze (resp. localement concave) autour d’un point
x situé Uintérieur de Dy s’il existe un voisinage V de o tel que f"(x) > 0 (resp.
f"(x) <0 ) pour tout x € V.

Remarque 4.2. Si f” > 0 on dit que [ est strictement conveze.

Proposition 4.5. f est convezxe (resp. concave) sur un intervalle I ssi f(tx+(1—t)y) <

tf(x) + (L —=1t)f(y) (resp. f(tx + (1 —t)y) > tf(x) + (1 —1t)f(y)) pour tout x,y € I et
tout t € [0,1].

Remarque 4.3. C(ette caractérisation de la convexité est généralement prise comme
définition.

Exemple : Reprendre les fonctions de la partie 4.1 et discuter leur convexité.

Proposition 4.6. 1. f convexe ssi —f concave.
2. Une somme de fonctions convexes est convexe.
3. Un produit de fonctions converes n'est en général pas conveze.(contre exemple
2> =x-2%)

Proposition 4.7. Soit f une fonction deuz fois dérivable telle que f" soit continue.
Soit xg un point stationnaire de f :

1. si f"(x0) > 0 alors xg point de minimum local.
2. si f"(x0) < 0 alors xg point de mazimum local.
3. si f"(x0) =0 alors on ne peut pas conclure.

Proof. Prouvons le résultat 1.
xo un point stationnaire de f donc f'(xg) = 0. Développement de Taylor & Pordre 2 de
fenzg:

Flawo+h) = (o) + 5" (eo)h? + We(h)

avec limy,_ €(h) = 0. Donc

h)— 1
}lLli}I%) f(l'() + h)2 f(l'o) _ 5f-ll(xo) >0

or h? positif donc f(zo+h) — f(zo) > 0 pour tout h assez petit et xo point de minimum
global.
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Pour le point 3. : considérons les trois fonctions fi(z) = 24, fi1(z) = —2*, fi(z) = 23.
Pour ces 3 fonctions o = 0 est un point stationnaire et f{'(0) = f5(0) = f§(0) =0
(condition du point 3.) or 0 est un point de maximum local pour f;, de minimum local
pour fo et n’est pas un extremum local pour fs. O

Proposition 4.8. Soit f une fonction deuz fois dérivable sur I. Si f est conveze (resp.
concave) alors xg est un point de minimum global (resp. mazimum global).

Proof. Supposons f convexe f” > 0. Tableau de variations (Posons I =|a, b[) :

T a xg b
f// +
ff1--0 7+
/ NS

Exercice : Démontrer la proposition 4.7 grace a la proposition 4.8.

5. Semaine 5 : Optimisation libre des fonctions de
deux variables

Dans ce chapitre nous voulons caractériser les extremums locaux et globaux des fonctions
de deux variables. Contrairement aux fonctions d’une variables nous ne possédons pas
d’outil tel que le tableau de variation pour analyser les fonctions de deux variables.
Cependant les notions de points stationnaire et de convexité locale ou globale sont encore
exploitables. La définition des extremums locaux et globaux pour une fonction de deux
variable est commune a celle pour les fonctions d’une variable : Définition 4.1. Pour les
fonctions de deux variables, Les voisinages de points Py = (g, yo) peuvent étre assimilés
a des disques de centre Py et de rayon aussi petit qu’on veut.

5.1. Condition du premier ordre

Definition 5.1. Soit f une fonction de deur variables possédant des dérivées partielles

9L et % sur un domaine D C R2. Py = (z0,y0) appartenant a lintérieur de D (pas sur

ox
%
les bords) est appelé point stationnaire si ?f(PO) =0.

Proposition 5.2 (Condition nécessaires du premier ordre). Si f posséde des dérivées
partielles continues dans un voisinage d’un point Py = (xo,y0) situé a lintérieur de
son domaine de définition et si Py est un extremum local de f alors Py est un point
stationnaire
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Figure 6: Représentation de f(z,y) = 2% — y? : Selle de cheval

Autrement dit les extremums locaux sont a chercher parmi les points stationnaires.

Proof. Considérons la fonction partielle f.(z) = f(x,yo). Si (z0,y0) est un extremum
local pour f alors xp est un extremum local de la fonction d’une variable f, donc par la
proposition 5.2, fI(zg) = 0 or f(z¢) = %(xo, o). Donc %(xo, yo) = 0. On prouve de la
méme maniére que %5 (x0,Y0) = 0 en considérant la fonction partiellef, (y) = f(zo,y). O

5.2. Conditions du second ordre et convexité

Comme pour les fonctions de deux variables, une fois les points stationnaires trouvés
nous aimerions savoir qui parmi ces points est un extremum local ou global.

Proposition 5.3 (Caractérisation des points stationnaires - Condition suffisante du
second ordre). Soit f une fonction de deux variables possédant des dérivées partielles

du second ordre continues au voisinage d’un point stationnaire Py = (x0,y0) situé a
2

2
Uintérieur de son domaine de définition. Posons ro = g—wé(azo,yo) , 80 = %Ly(xo,yg) et
62
to = a—yﬁt(%,yo)'
1. siroty — s% >0 et rg > 0 alors Py est un minimum local
2. siroto — 82 >0 et rg <0 alors Py est un mazimum local
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3. st roty — s% < 0 alors Py n'est ni un mazimum ni un minimum local. (on dit que
Py est un point selle ou un point col)
4. sinon on ne peut rien dire...

Proof. Développement de Taylor a ’ordre 2 :

f(xo +u,y0 +v) = f(x0,90) + Vf(20,90) - (u,v)
32 2 32

J(’Io, yo)u® + 28x8y (%0, yo)uv + Tyé(ﬂfo, Yo)v

1 2
2 | 0z2

_l’_
+ (u? 4 v?)e(u, v)

Or Py point stationnaire donc pour (u,v) assez petits :

1
f(zo +u,y0 +v) — f(z0,90) = 5 [TOU2 + 2squv + tovz]

Si Pon fixe v # 0 Dlexpression a droite de I’équation est un polynéme en u dont le
discréminant vaut : A = 4v?(sZ — roto)

e Sirgtyg—sg >0 alors A < 0 done f(xo + u,yo + v) — f(w0,yo) du signe de ro pour
tout u et tout v. Si 79 > 0, f(xo + u,yo +v) > f(zo,y0) et Py est un minimum
local. Si rg <0, f(xg+u,y0+v) < f(o,y0) et Py est un maximum local

e Si gty — s2 < 0 alors le polynome peut prendre des valeurs positives et des valeurs
négatives.

O

Definition 5.4 (Convexité). Soit f une fonction de deux variables définie sur une
partie convexe D C R? et possédant des dérivées partielles du second ordre. On dit que
f est conveze si

2 2 2 2 2
GF 0T (TN 5y o 8y,
0x2 0Oy? Oz 0y ox?
On dit que f est concave si
2 2 2 2 2
L O (FFN S o4 PF o
ox2 0y? Oxdy Ox?

Remarque 5.1 (Admise). Soit f une fonction de deuz variables possédant des dérivées
partielles du second ordre. f est conveze (resp. concave) ssi

fEP+(1-4)Q) < tf(P)+ (1-1)f(Q)

(resp. f(tP + (1 —t)Q) > tf(P) + (1 —t)f(Q)) pour tout P,Q € Dy et tout t € [0,1].
Cette caractérisation de la converité est généralement prise comme définition.
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Proposition 5.5 (Conditions d’existence d’extremums globaux). Si f est convexe
(resp. concave) et admet un point stationnaire Py alors Py est un minimum global (resp.
mazximum global).

Proof. Admise O

Remarque 5.2. Soit f une fonction de deux variables possédant des dérivées partielles
du second ordre continues au voisinage d’un point stationnaire Py = (xo,y0) situé a

2 2
Uintérieur de son domaine de définition. Posons vy = %(xo,yo) , 80 = ;Té(xo,yo) et
82
to = *31}]; (w0, 0)-

st rotyg — 5(2) >0 et rg >0 alors [ est convere au voisinage de Py

st rotg — 83 >0 et rg <0 alors f est concave au voisinage de Py

st roto — 8(2) < 0 alors Py n’est ni convexe ni concave au voisinage de Py
sinon on ne peut rien dire...

T fo o~

Exercice : Prouver la proposition 5.3 a l’aide de la proposition 5.5
Exercice Corrigé : Optimiser les fonctions de deux variables suivantes

i f(x,y):m2+y2+3xy—y(Df:]RQ)

1. Recherche de points stationnaires : résoudre

%(x,y) =0 22 + 3y =0 x :%
& & (5.1)
Ly =0 3x+2y—1 =0 y =-%
Un seul point stationnaire : Py = (3/5,—2/5).
2. Calcul des dérivées partielles secondes :
*f *f *f
arh -9, 27 =2 =3
a2 (1Y) =2, ayz(m,y) : axay(w7y)
3. Py est-il un extremum local ? ry = %(Po) =2, t = %(Po) =2, 50 =
a2 “
&gy (PO) =3

T‘()to - 83 =-5
Donc Py est un point selle.

4. Py étant un point selle, pas besoin de vérifier si f convexe ou concave : Py
n’est pas un extremum local donc a fortiori pas un extremum global

o flx,y) =2t +y* —a?y? —y? (Dy = R?)
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1. Recherche de points stationnaires : résoudre

5 (z,y)  =1(0,0)
8TJ: =0 43 — 227> =0 ou
& S a?=3 ety?
of _ 3 _ 9,2, _
5 = 0 4y° —2z°y—2y =0 ou
r=0 ety?

sept points stationnaires : Py = (0,0), P, = (\/I \ﬁ), Py = (—\/g, %)7

37 3

P= (/52 Pi= (/5 =/2), B= 0./}, o= (0, /D)

2. Calcul des dérivées partielles secondes :

2
%(w, y) = 1227 — 29/
T
2
%(m,y) =12y* — 22 — 2
Y
62

3. Critere du second ordre (local) pour chaque point critique
2 2 2
Pour Po To = %(Po) = O, t() = %(Po) = —2, So = ;Tgy(Po) =0
Toto — 5(2) = 0

Donc on ne peut rien dire pour P,

8?2 9 9?2
Pour P, r = TIJQ[(Pl) = %7 t, = 871;(]31) = %7 51 = aTafy(Pl) - _%
32
rltl—s%:§>()et7’1>0
Donc P; est un minimum local.
9?2 9? 9 4
Pour P2 T9 = TIJ;(PQ) = %7 t2 = Ty{(PQ) = %, S9 = WE)fy(PQ) = %
32
T2t275313>06t7’2>0
Donc P, est un minimum local.
92 92 a2
Pour Py 13 = Zh(Py) = 5. ts = GoH(Py) = 50 = 255 () = 42

32
r3t3—s§:?>06tr3>0

Donc Ps; est un minimum local.
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2 2 2
Pour Py 1"4:%(P4):§7t4 %(p4):ﬁ af(P4):_M

3’84:89683; 3

32
r4t4—si:§>0etr4>0

Donc P, est un minimum local.
Pour P5 Ts = %(1:%) = —1, t5 = ﬁ(Pg)) :4, S5 = ﬂ(P5) :0

Donc P;5 point selle.
2 2 2
Pour P6 Te = %(P@) = —1, tG = %(Pﬁ) :4, S = aaTafy(PG) =0

Donc Py point selle.

19

4. Ps et Ps étant des points selle, f ne peut étre ni convexe ni concave (pas

besoin de vérifier).
o f(z,y) =2 +y? (Dy =R?)

1. Recherche de points stationnaires : résoudre

%(x,y) =0 2r =0 x =0
& &
L(wy) =0 2y =0 y =0

Un seul point stationnaire : Py = (0,0).
2. Calcul des dérivées partielles secondes :

92 f P P
@(l‘ay) =2, aiyg(‘rﬂy) =2, aTay(xvy) =0

3. Py est-il un extremum local ? rg = %(Po) =2, ty = TyQ(PO) =2, 50 =

2
aarafy (PO) =0

Toto—sg:élet ro >0
Donc Py est un minimum local.

4. Pour tout (x,y) € R?,

82 f 82 f 2 f ?f

donc f est convexe et Py est un minimum global.

2
@(x,y)ﬁfyg(ay) - (axay(w,y)> =2>0et @(w,y) >0
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f(xy)

Figure 7: Représentation de f(z,y) = 2% +y? et de la contrainte g(z,y) =y — 2 — % =0

6. Semaine 6 : Optimisation sous contrainte d’égalité
: la méthode du Lagrangien

Nous avons vu dans le chapitre 4.2 la méthode de substitution permettant d’optimiser

une fonction de deux variables f(x,y) sous une contrainte du type : y = g(z) ou z = g(y)

c’est dire lorsque la contrainte permet d’exprimer une variable en fonction d’une autre.

La méthode du Lagrangien décrite dans ce chapitre est plus générale : elle permet de
traiter le cas ol la contrainte s’écrit : g(z,y) = 0. Par exemple trouver :

min {f(z,y) | g(z,y) =0} .

6.1. Condition nécessaire du premier ordre

Definition 6.1 (Extremum local sous contrainte). Soient f et g deuz fonctions de deux
variables soit Py = (x0,Yo) un point appartenant a Dy et Dy vérifiant g(zo,yo) = 0. Py est
un mazimum local (resp. minimum local) de f sur D = {(x,y) | g(x,y) = 0} sl existe un
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ja—

x& " g(x,y) =0
ji[io]__d_ppﬂ T /

Figure 8: Py est un minimum local de f sous la contrainte g(z,y) = 0

voisinage V' de Py tel que pour tout (z,y) de V vérifiant g(xz,y) =0, f(z,y) < f(xo,yo0)
(resp. f(x,y) > f(zo,y0) )-

Theorem 6.2 (Condition nécessaires du premier ordre). Soient f et g deux fonctions
possédant des dérivées partielles. Soit Py = (x0, yo) un point intérieur ¢ Dy et Dy. Si Py

est un point d’extremum local de f sur D = {(z,y) | g(z,y) = 0} et que ?g(xo,yo) # 0

alors V f(xo,y0) et ?g(wo,yo) sont alignés. C’est a dire : il existe un scalaire Ao € R tel
que :

?f(xo,yo) = )\ogg(moayo) .

Py est appelé un point stationnaire de f sur D et \y est appelé multiplicateur de
Lagrange associé.
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f(x,y) > f(xo,yo) f(x,y) > f(xo,yo)

ﬁf(xu,yo) @f_(xa,yu)

ot leban=o) D={xy) | gxy) =0}

Velxo, 3
g(xo,yo) Talxoyo)

f(x,y) < f(xo,y0) f(x,y) < f(xo,y0)
(a) Si les gradients ne sont pas alignés Py (b) Si Py est un extremum local sur D
ne peut étre un extremum local sur D alors les gradients sont nécessairement
alignés

Figure 9: Preuve graphique du théoreme 6.2

Proof. Démontrons le dans le cas ou g(z,y) = y + az. Ainsi ?g(wo,yo) = (a,1) et

g(z,y) = 0 ssi y = —ax. xo est un minimum local de la fonction d’une variable f(z) =
f(z, —az). Ecrivons le développement de Taylor de f pour les points sur la contrainte :

F@) = f(z, —az) ~ f(z0,10) + ¥ f(z0,0) - (x — w0, —a(x — w0))
~ f(xo,y0) + (& — ZCO)?f(CI?o, Yo) - (1, —a) ,

Donc 0 = f'(z0) = ?f(xo,yg) (1, —a) et ?f(xo,yo) est orthogonal au vecteur (1, —a).

Or Vg(zo,y0) est aussi orthogonal (1,—a) donc V f(zg,y0) et Vg(zo,yo) sont alignés.
O

La figure 9 est une démonstration ”graphique” du Théoreme 6.2.

Ce théoreme nous permet de mettre en place la méthode dite du Lagrangien pour
trouver les points stationnaires du probléme d’optimisation sous contrainte, candidats
pour étre des extrémums locaux (ou globaux) sous contrainte. Définissons la fonction de
trois variables :

‘C(‘Ta:%)‘) = f(x’y) - )\g(ﬂc,y) )

Proposition 6.3 (Méthode du Lagrangien). Py = (x0,%0) est un point stationnaire
sur D = {(z,y) | g(x,y) = 0} associé au multiplicateur de Lagrange Ao ssi (zo, Yo, Ao)



Mathématiques 2 : Optimisation 23

est solution du systéme d’équations :

9L (2,y,A) =0

L (z,y,A) =0
g(z,y) =0

Cette proposition est une conséquence directe du Théoreme 6.2

6.2. Caractérisation faible des extremums locaux sous contrainte
- Condition suffisante du second ordre

Proposition 6.4 (Caractérisation faible des points stationnaires sous contrainte - Con-
dition suffisante du second ordre). Soit f et g deux fonctions de deux variables possédant
des dérivées partielles du second ordre continues au voisinage d’un point stationnaire
Py = (z0,y0) sous la contrainte D = {(z,y) | g(x,y) = 0} associé au multiplicateur de
Lagrange \g. Posons la fonction de dewx variables Lo(x,y) = f(z,y) — Xog(x,y) .

1. si Py est un minimum local libre de Lg alors Py est un minimum local sur D de la
fonction f

2. si Py est un maximum local libre de Lo alors Py est un maximum local sur D de la
fonction f

3. sinon on ne peut rien dire...

Proof. Supposons que Py = (zg, yo) soit un maximum local libre de £y (Démonstration
analogue si Py minimum local). Il existe donc un voisinage V' de (xq, o) tel que : pour
tout (z,y) € V, Lo(z,y) < Lo(zo,yo) (c’est la définition de maximum local pour Ly).
Remarquons le point suivant : pour tout point (z,y) sur la contrainte, et n’importe quel

A ER,
£(x7y,)\) = f(aay) - )‘g(xay) = f(x7y)

Considérons maintenant un point (z,y) appartenant V et vérifiant la contrainte g(z,y) =
0. Notre objectif est de montrer que f(z,y) < f(xo,y0). Par la remarque précédente,

‘CO(xay) = ,C(.T, Y, )‘0) = f(xvy)
et comme (zg, o) est sur la contrainte,
Lo(w0,Y0) = L(20, Y0, No) = f(x0,Y0)

or £0($7y) S £0($07y0)7 donc f(xay) S f($07y0)-
La figure 10 est une ”"démonstration graphique” de la proposition 6.4. O
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Lignes de niveaux de Ly

L/

hSur la contrainte : f(x,y) = Lo(X,y)
Iy . Y] = Lo,
.,
‘ 5 10 15

Contrainte g(x,y) =0

Figure 10: Démonstration graphique de la proposition 6.4. (g, yo) minimum local de Ly
et donc aussi minimum locale de f sous contrainte

6.3. Extremums globaux sous contrainte d’égalité

Dans cette section sont regroupées quelques résultats permettant de conclure a I’existence
d’extremums globaux sous contrainte.

Proposition 6.5 (Condition suffisante d’extremums globaux pour les contraintes affines).
Si g est une fonction affine : g(x,y) = ax+by+c (a,b,c € R), si f est une fonction con-
vexe (resp. concave) et si Py est un point stationnaire de f sur D = {(x,y) | g(z,y) = 0}
alors Py est un point de minimum global (resp. mazimum global) de f sur D.

Theorem 6.6 (Weierstrass). Toute fonction f continue sur un ensemble K borné et
fermé (qui contient ses bords) posséde un maximum global et un minimum global

Exemple : Le cercle D = {(z,y) | * + y* = 1} est fermé et borné. Donc toute fonc-
tion f définie et continue sur un domaine contenant le cercle possede un maximum et un
minimum global sur D.

Le théoreme de Weierstrass permet d’affirmer lorsque f est continue et que D est fermé
et borné que parmi les points stationnaires sur D se trouvent au moins un minimum et
un maximum global sur D.

Proposition 6.7 (Condition suffisante sur le Lagrangien pour qu’un point stationnaire
soit un extremum global.). Soit f et g deux fonctions de deuz variables possédant des
dérivées partielles du second ordre. Considérons la contrainte D = {(x,y) | g(z,y) = 0}
et Py = (z0,y0) un point stationnaire sous contrainte associé au multiplicateur de La-
grange X\g. Posons la fonction de deux variables Lo(x,y) = f(x,y) — Mog(x,y). Dans le
cas ot Lo est définie sur une partie conveze Dy de R? :

1. si Py est un minimum global libre de Ly sur Dy (Si Lo convexze) alors Py est un
manimum global sur D de la fonction f

2. si Py est un mazimum global libre de Ly sur Do (Si Lo concave) alors Py est un
mazximum global sur D de la fonction f
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Proof. La démonstration est analogue a celle de la proposition 6.4 : il suffit de se placer
sur Dy tout entier au lieu de considérer un voisinage V' de F. O

Remarque 6.1. La proposition 6.5 est un corollaire de la proposition 6.7. Si g(x,y) =
ax + by + ¢ alors g est conveze et concave. Si f est convexe (resp. concave) et si (xg, yo)
point stationnaire sous contrainte associé a Xo, alors Lo = f(x,y) — log(x,y) est la
somme de deuz fonctions convezxe (resp. concave) donc Ly est conveze (resp. concave).

6.4. Exemples

e Optimiser la fonction f(x,y) = zy sous la contrainte 2? + y> = 1. (g(x,y) =
2 +y* — 1))
1. Domaines de définitions : Dy = R? et D, = R?
2. Lagrangien : L(z,y,\) = xy — A(2? +y* — 1)

9L (z,y,\) =0 y—22a =0 .

L@y =0 o z-2y =0 &{y =2 (61

2?4 y? -1 24y =1 2 ==
Finalement les quatre points stationnaires sur D sont :

— (z1,51) = (7 7) associé au multiplicateur \; = 3.

— (w2,92) = (——2, —7) associé au multiplicateur Ay = %

— (z3,y3) = (% 7) associé au multiplicateur A3 = —%.

— (z4,m1) = (—% 75 7) associé au multiplicateur \y = —%.

3. Par le Théoreme de Weierstrass, f possede parmi ces points stationnaires au
moins un point de minimum global sur D et un point de maximum global. Il

suffit d’évaluer f en ces points stationnaires :
1 1
f(xlyyl):f(x27y2):§7 f(m3ay3):f(x4ay4):_§

f posséde donc deux point de maximums globaux sur D : (z1,y1) et (z2,y2)
et deux point de minimums globaux sur D : (z3,y3) et (x3,y3)

e Optimiser la fonction f(z,y) = 22+ sous la contrainte xy = 1. (g(z,y) = zy—1))
1. Domaines de définitions : Dy = R? et Dy = R?
2. Lagrangien : L(z,y,\) = 22 + y? — Moy — 1)

9 (z,y,A) =0 20—y =0 ? =1
gﬁ(xy,)\) =0 &< 2y—X =0 &<y =1/

xy =1 Ty =1 A =2
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Finalement les deux points stationnaires sur D sont :
— (x1,91) = (1,1) associé au multiplicateur A; = 2.
— (z2,y2) = (=1, —1) associé au multiplicateur Ay = 2.

. On ne peut pas appliquer le théoréme de Weierstrass car D = {(x,y) | zy = 1}

n’est pas borné.

. g(z,y) = zy — 1 n’est pas linéaire...

5. Voyons si on peut exploiter les conditions suffisantes du second ordre : posons

EO(xay) = f(may) - 2g($,y)
Lo(z,y) = a® +y° — 2wy +2

oy 0% f oy
T'(,’E,y) = T;La}?((xuy) = 2; S((E,y) = azafy(xvy) =-2 ; t(x7y) = Tyé‘(‘r?y) =2 )
en appliquant s,t et r a chaque point stationnaire sur D on trouve a chaque
fois : 7otg — s3 = 0 ... On ne peut pas conclure dommage ... sur la figure
11 on voit bien que nos deux points stationnaires sont des minimums sous
contrainte....

. On peut cependant appliquer le critere global. £y est défini sur R? qui est

convexe et, pour tout (z,y) € R?,
r(z,y)t(r,y) —s(z,y)* =0>0et r(z,y) =2>0,

Lo est donc convexe, donc, par la proposition 5.5, les deux points stationnaires
sont des minimums globaux libres de L et, par la proposition 6.7, sont donc
des minimums globaux sous contrainte de f.

7. Semaine 7 : Méthode du Lagrangien : La bonne

condition suffisante du second ordre

Dans ce chapitre nous revenons sur la condition suffisante faible du second ordre donnée
par la proposition 6.4 (Caractérisation faible des points stationnaires sous contrainte -
Condition suffisante du second ordre). Cette condition, bien que permettant de déterminer
la nature des points stationnaires sous contraintes dans certains cas, ne permet pas de
conclure tres souvent. Nous pouvons faire mieux. Regardons en détail cette proposition
et sa démonstration. Si (xg, Yo, Ao) est solution du Lagrangien et si I'on souhaite utiliser
la proposition 6.4, on va tenter d’optimiser la fonction de deux variables Lo(z,y) =
L(z,y, \o). Pour cela on regarde le signe des quantités rotg — s2 et ry avec

oLy 9Ly 0Lo
ro = ﬁ(wo,yo) y S0 = 8x8y(mo’y0) » o= Tyz(xO’yO) ’
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Figure 11: Représentation de f(x,y) = 22 + y? et de la contrainte g(x,y) =2y —1 =0

avec comme objectif d’appliquer la proposition 5.3 (condition suffisante du second or-
dre en optimisation libre) & la fonction Ly et au point stationnaire (z, yo). La démonstration
de la propostion 5.3 repose sur le développement de Taylor de Ly. (zo,yo) étant un point

. . -
stationnaire : V Lo(zo,y0) = 0 et

1
Eo(l‘o + h,yo + h) ~ Eo(:l,'o, yo) + 5 [T0h2 + 2sghk + t0k2] (71)

Donnons un nom & la fonction de deux variables de droite :

Q(h, k) = roh? + 2sohk + tok?
La démonstration de la proposition 5.3 dit que

e si Q(h,k) > 0 pour tout (h,k) # I (c’est le cas si rgtg — s2 > 0 et ro > 0)

alors
Lo(zo+ h,yo +h) > Lo(xo, yo)

et (zo, yo) minimum local
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e si Q(h,k) < 0 pour tout (h, k) # N (c’est le cas si 7ty — s2 > 0 et rop < 0) alors
Lo(zo + h,yo +h) < Lo(xo,y0)

et (o, yo) maximum local
e si Q(h, k) change de signe (c’est le cas si 7ty — s3 < 0) alors (zg,yo) Point selle
local

Sous contrainte (Proposition 6.4), nous appliquons ce résultats aux points (z,y) =
(zo + h,yo + k) se baladant sur la contrainte. Or, si (z,y) est sur la contrainte, alors
9(z,y) = g(xo,y0) = 0 donc Lo(z,y) = f(z,y) — Aog(z,y) = f(x,y). Ainsi, si (2o, o)
extremum local libre de Ly alors (zo,yo) extremum local sous contrainte de f. La figure
12 illustre cette démonstration.

Lignes de niveaux de Lp

_’ Sur la contrainte : f(x,y) = Lg(x,y)
V7
‘ 5 10 15

Contrainte g(x,y) =0

Figure 12: Représentation de Ly dans le cas ou (zg,yp) minimum local de £y et donc
aussi minimum locale de f sous contrainte

Cependant, il n’est pas nécessaire que (zg,yo) soit un extremum local pour Ly pour que
(20, yo) soit un extremum sous contrainte pour f ! Il suffit de regarder Lo(zo + h, yo + k)
uniquement dans la direction imposée par la contrainte : ce qui nous intéresse c’est
d’appliquer £y aux points (z,y) = (z¢+ h,yo + k) se trouvant sur la contrainte. La figure
13 illustre ceci. Sur cette figure (2, yo) est un point selle libre pour £y pourtant, lorsque
lon regarde L, (et donc f) sur la contrainte, on voit que (zg,yo) est un minimum local.

Autrement dit, il suffit de regarder le signe de la fonction Q(h, k) uniquement pour les

déplacements (h, k:) dans la direction de la contrainte : c’est & dire: lorsque (zg+h, yo+k)
appartient a la tangente & la courbe d’équation g(z,y) = 0.

Quelle condition sur h, k permet d’obtenir un déplacement (A, k) aligné avec la tan-
gente? Il faut et il suffit que (h,k‘; soit orthogonal au gradient de g au point (zg,yo),

c’est a dire lorsque :
(h, k; : ?g(xo, Yo) =0
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AN
\\J
N

l I / Sur la contrainte : f(x,y) = Lg(x,y)
-
5 10 15 .4////

Figure 13: Représentation de Ly dans le cas ol (zg,yo) point selle de Ly et pourtant
(20, yo) minimum local de f sur la contrainte

ou on rappelle que :

0 0
(085 Fowo.0) = 52 o.v0)h+ 52 0. w0)k

Dans la suite nous noterons pour simplifier :

a = %($an0)7 et b= %(x07y0) .
Ainsi,
(K - S g0, y0) = 0 <> ah + bk = 0

Nous sommes préts a énoncer une nouvelle condition suffisantes du second ordre pour
I’optimisation sous contrainte. Rappelons d’abord les notations :

o L(z,y,A) = flz,y) — Mg(z,y)
e Soit (zo, Yo, Ao) un point stationnaire du Lagrangien :

oL oL oL
%(xo,ym)\o) = Fy(ﬂﬁoayo, Xo) = a(%»ym)\o) =0

e Posons Lo(x,y) = f(z,y) — dog(x,y) et

0Ly 0Ly 9Lo
T = @(xo,yo) , S0 = 8xf)y($0’y0)  to = 872(330,@;0) ’

e posons Q(h, k) la fonction intervenant dans le développement limité du second ordre
(c.f. Equation 7.1):
Q(h, k) = T0h2 + QSohk —|— tng
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e Finalement Posons

0 15)
a= %(anyO)v et b= 67‘3(550,110) .

Proposition 7.1 (Caractérisation forte des points stationnaires sous contrainte - Con-
dition suffisante du second ordre).

Si pour tout (h, k) # 6> vérifiant ah + bk =0 :

e Q(h,k) >0, alors (zo,y0) est un minimum local sous contrainte pour f,
e Q(h,k) <0, alors (xo,yo) est un maximum local sous contrainte pour f,
e Q(h,k) =0, alors on ne peut rien dire.

Méthodologie
1. Recherche des points stationnaires du Lagrangien L(x,y, A) = f(z,y) — Ag(z,y)

Pour chaque point stationnaire (z, yo, Ag) :
2. poser Lo(z,y) = f(z,y) — Xog(z,y) et calculer :

Lo OLo 0Ly
T = @(xo,yo) , S0 = m(%,yo) » to = 872(330,@;0) ’

3. Sirgtg — 5(2) >0 Appliquer la CS faible du second ordre
4. Sinon : poser a = %(Zo,yo), et b= g—g(xo,yo) .
5. Appliquer la CS forte du second ordre.

Applications :

e Revenons a I’exemple qui ne marchait pas de I'exercice précédent et voyons si cette
nouvelle condition suffisante du second ordre permet de conclure : f(z,y) = 2% +y?
et g(z,y) =zy — 1.

1. Le lagrangien est : £(x,y,\) = 22 +y? — A(zy — 1) et nous avions trouvé deux
points stationnaires de ce Lagrangien : (x1,y1, A1) = (1,1,2) et (z2,y2, A2) =
(-1,-1,2).

2. les deux multiplicateurs de Lagrange A sont égaux a 2. Regardons donc
Lo(x,y) = 2° +y* — 2wy +2

Nous avions calculé rq = 2, so = —2 et ty = 2 Comme 1oty — 5(2) = 0 La
proposition 6.4 ne nous permetait pas de déterminer la nature des deux points
stationnaires sous contrainte. Pourtant il apparait clairement sur la figure 11
que nos deux points (1,1) et (—1,—1) sont des minimums sous contrainte.
Voyons si nous pouvons le démontrer grace a la proposition 7.1

3. Regardons le signe de Q(h,k) = 2h? — 4hk + 2k? dans les directions des
tangentes la contrainte passant par nos deux points stationnaires : (Remarque
: C’est le méme @) pour les deux points stationnaires car ils sont associés au
méme multiplicateur de Lagrange.)
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— Pour (x1,y1) =(1,1)
Calculons a; = %(xl,yl) =1letbh = g—z(ml,yl) =1.
Donc
arh+bik=0&k=—h.

Pour de tels couples (h, k), par substitution, Q(h, k) = Q(h, —h) = 2h? +
4h2+2h? = 8h% > 0si h # 0. Donc Par la proposition 7.1, (z1,y1) = (1,1)
est bien un minimum local sous contrainte pour f.
— Pour (x2,y2) =(—1,-1)
Calculons as = %(xg,yg) =—let b= g—g(xg,yg) =—1.
Donc
ash +bk =0< k= —h.

Pour de tels couples (h, k), par substitution, Q(h, k) = Q(h, —h) = 2h? +
4h? + 2h? = 8h? > 0 si h # 0. Donc Par la proposition 7.1, (x2,92) =
(=1, —1) est bien un minimum local sous contrainte pour f.

e Optimiser f(z,y) = 2%y — 3e® sous la contrainte g(z,y) =y —e* =0
1. Lagrangien :
L(z,y,A) = a?y — 3e” = A(y — ")

Trouvons les points stationnaires du Lagrangien : résoudre le systeme :

iy o0 [V =0

r =-3,y=e3,A=9
2
oL . St = A =0 &4 ou
oy (1:9:4) =0 x =1l,y=e,A=1
y_em :0 y_ew :0

On a trouvé deux points stationnaires sous contrainte :
(r1,y1) = (=3,e7?) associé au multiplicateur A\; = 9

et
(z2,y2) = (1,€) associé au multiplicateur Ay =1
2. Nature des points stationnaires
— Pour (x2,y2)=(1l,e):
a) regardons les dérivées partielles secondes de la fonction de deux vari-

ables : Lo(z,y) = f(z,y) — Aag(x,y).

Lo(w,y) = 2’y — 3¢ — (y — €)

882922 (z,y) =2y —3e®+¢€*
3y21 (fL', y) = O
8%L,
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ainsi

o921 %L %L
re= G (@2, 42) =0, 2 = 5 (02,40) =0, 82 = Fomn(@2,90) = 2

b) Regardons roty — s3 = —4 < 0. On ne peut pas conclure grace a la
proposition 6.4.

c¢) Regardons Qa(h, k) = roh? + 2sohk + tok? sur I'espace tangent :

0 0
@ = Go(eap) == by = 5o(r2,40) =1

Donc
ach+bk=0sk=¢-h

Pour de tels couples (h, k), par substitution, Q2(h, k) = Q2(h,eh) =
4eh? > 0 si h # 0. Donc, par la proposition 7.1, (z2,y2) est un mini-
mum local sous contrainte pour f.

— Pour (x1,y1) = (=3,e73):
a) regardons les dérivées partielles secondes de la fonction de deux vari-
ables : Ly(z,y) = f(z,y) — Ag(z, y).

Li(z,y) =2’y —3e” = 9(y — ")

z%‘%l (x,y) =2y —3e® + 9¢”
8822221 (z,y) =0
dmoy (L,Y) =22
ainsi
02Ly 02Ly 0?L4

_ _ -3 _ _ _ _
r = W(xl,yl) =87, t1 = TyQ(xl»yl) =0, s = m(xlayl) =—6

b) Regardons r1t; — s3 = —36 < 0. On ne peut pas conclure griace a la
proposition 6.4.
c¢) Regardons Q1 (h, k) = r1h? + 2s1hk + t1k? sur I'espace tangent :

0 0
ay = %(xlayl) =—e?, b= a*Z(»ﬁJh) =1

Donc
ath+bk=0<k=e¢3h

Pour de tels couples (h, k), par substitution, Q1 (h, k) = Q1(h,e 3h) =
8¢ 3h? — 12¢73h? = —4e=3h? < 0'si h # 0. Donc, par la proposition
7.1, (x1,y1) est un maximum local sous contrainte pour f.
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